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曲線の差分幾何




This is a survey on discrete dierential geometry of curves in Euclidean plane, or in Euclidean
space. We discuss explicit solutions to curve motions governed by the coutinuous, semi-discrete, or





開すべく 1990年代の半ばころから活発に研究されるようになった. たとえば, ソリトン方程式の代表例で
あるKdV方程式は曲線の運動に付随して自然に現れることが知られているが, このことから, 離散KdV方
程式によって支配されるような離散曲線の離散時間発展を見つけよう, という問題意識が自然に生じてくる.
井ノ口の解説 [42]にもある通り, 差分幾何を研究することの動機はふたつあり, ひとつは離散系のほうが連
続系よりも根源的で豊富な数学的構造を持つであろうことへの期待, もうひとつは, コンピュータによる可
視化を支える理論的基盤の整備である.
差分幾何の文献としては, 萌芽的なものはサウエル [34]があり, 現代的な問題意識ではボベンコとスリス
による教科書 [1]がある. これは主としてベルリン工科大学のグループによる研究成果をまとめたもので, 曲
面の差分幾何についての広範なことがらを説明している. 本講究録の井ノ口による解説も参照されたい. 曲
線の差分幾何については, ドリヴァとサンティニの論文 [4]やホフマンの講義録 [17]（その日本語訳が [44,
第 4章]にある）や筆者の [26]などがあるが, 教科書として体系的にまとめられたものは見当たらない. こ
れは曲面の場合に比べてまだ理論の蓄積が少ないせいだろう. 本稿では, ユークリッド平面 E2 およびユー
クリッド空間 E3 内の曲線の差分幾何について, おもに井ノ口と梶原と筆者と太田の論文 [20][21]に基づき,
最新の研究成果を解説する. 本稿の構成はつぎの通りである. まず第 2節では曲線の微分幾何について基本




シャル mKdV方程式による離散曲線の離散的変形, のそれぞれについて第 5節で詳しく解説する. とりわ
け第 5.4節の明示公式と厳密解, および第 5.6節のベックルント変換について述べることが本稿の主眼であ
る. また, 第 5.7節では空間曲線や離散空間曲線の連続的変形について, 平面の場合と同様の議論が展開で
きることを述べる.
2 曲線
この節ではユークリッド平面 E2 あるいはユークリッド空間 E3 内の曲線について微分幾何の用語を復習
する. ここで述べることは微分幾何のどんな教科書にも載っている. 標準的な教科書としてはたとえば梅原
と山田 [49]や小林 [45]がある. 洋書ならばストルイク [35]とアイゼンハルト [5]がどちらも空間曲線につい





ユークリッド平面 E2内に曲線があるとする. その曲線上を質点が速さ 1で動いていく. このとき, 時刻 x
における質点の位置を (x)と書けば, 速度 0(x)の大きさは 1, すなわち h0(x); 0(x)i = 1をみたす. 質点
の速さが 1でないような一般の場合には, 時刻 xの代わりに出発点からの曲線の長さ
ex(x) = Z x j0(x)j dx
を径数として採用し, exによって曲線 を径数表示しなおせばやはり h0(ex); 0(ex)i = 1をみたす. このよう
に, 速さ 1の径数をとることと弧長を径数に選ぶことは本質的に同じことであって, したがって始めから質
点の速さを 1と考えて構わない. 速さ 1となる曲線の径数を弧長径数という. 以下, 曲線  を弧長径数 xで








である. また h00(x); 0(x)i = 0だから加速度 00(x)は速度と直交し, したがって
00(x) = (x)N(x) (1)






となる. これをフルネの公式という. 逆に, 任意に与えられた函数 に対して, それを曲率にもつような平
面曲線 が合同変換（回転と平行移動）を除いて一意に存在することが知られており, これは平面曲線の基
本定理といわれる. このように平面曲線は, 回転と平行移動の差を除けば, 曲率だけで決まってしまう. たと







dx; 0(x) = (x) (2)
がある. 速度 0 の偏角 の変化率がずばり曲率 を与えるところがうれしい. この函数 を角函数という.
注意 2.1 弧長径数は理論的には便利だが, 現実的には, 弧長径数が具体的に（つまり初等函数の範囲で）求
められるような曲線に出会うことはめったにない. しかし, このあと第 5.4節や第 5.7.3節で見るように, 可
積分系理論は, 弧長で径数表示された曲線の例を豊富に提供する.
注意 2.2 ここに述べたのはユークリッド幾何における平面曲線論である. 幾何を取りかえれば, その幾何に
適した径数, および曲率を見つけないといけない. たとえばもし内積の概念がない幾何で考えるならば, 上
記の議論は破綻してしまう. そのような幾何の例とその取り扱いについては井ノ口 [41, 第 12{14章], [40, 第
5章]を参照されたい.
2.2 空間曲線
ユークリッド空間 E3内の曲線  を弧長径数 xによって表示しておけば h0(x); 0(x)i = 1をみたすから,
h00(x); 0(x)i = 0, すなわち加速度 00(x)と速度 0(x)は直交する. そこで
N(x) =
00(x)




とおき, N を主法線ベクトル, を空間曲線 の曲率という. 平面曲線の場合とちがって, 空間曲線の曲率は
非負の値をとる函数として定義されている. さらに, 記号 でベクトル積を表し
B(x) = 0(x)N(x); (x) =  hN(x); B0(x)i
とおいて, Bを陪法線ベクトル（または従法線ベクトル）, を捩率という. この陪という漢字には, したが
う, とか, たすける, とか, けらい, という意味がある. 曲率 が接ベクトル 0の変化率をはかる量だったの
に対し, 捩率 は陪法線ベクトルBの変化率をはかる量である. すなわち捩率は接触平面（接ベクトルと主
法線ベクトルとで作られる平面）の変化を記述する. 本稿では, このあと第 5.7節で見るように, 捩率が一
定であるような空間曲線が興味の対象となる. 文献によっては曲率のことを第一曲率, 捩率のことを第二曲
率と呼ぶ場合がある. 行列 (0(x); N(x); B(x))を (x)と書き, フルネ枠（またはフルネ標構）という. フル
ネ枠は
0(x) = (x)
0B@ 0  (x) 0(x) 0  (x)
0 (x) 0
1CA
をみたす. これをフルネ・セレの公式という. 逆に, 任意に与えられた正値函数 と函数 に対して, これ
らをそれぞれ曲率と捩率にもつような空間曲線が合同変換の差を除いて一意に存在する（空間曲線の基本




注意 2.3 たいていの教科書では曲率に零点がない状況のみを考え, したがって空間曲線の曲率を常に正と
して取り扱う. しかし一般には, むろん, 曲率は零点をもつ. 曲率が 0となる点（これを変曲点と呼ぶ）にお
いては主法線ベクトルが定義されず, 議論が面倒だから教科書では扱わないのが普通のようである. 普通で
ない教科書はたとえばウィルモア [38, 9頁]で, 空間曲線の変曲点に関して短いながらも記述がある. そこ
では曲率を「符号付き曲率」として扱うことが提唱されている. より詳しくはホード [19], あるいは川久保
[22, 215頁]を参照されたい.
注意 2.4 正則な空間曲線  の捩率が恒等的に 0ならば,  は平面的になる. このとき  には空間曲線とし




いては, サウエルの古い本 [34]を始めとして, ドリヴァとサンティニ [4]や久門と中山と和達 [14], ピンカー




写像  : Z ! E2; n 7! n がすべての整数 nに対して det (n+1   n; n   n 1) 6= 0をみたすとき, す
なわちどの連続する 3点 n+1; n; n 1も同一直線上にないとき, 離散平面曲線, あるいはより詳しく正則
3
56 松浦望
な離散平面曲線であるという. 連続系においては弧長径数が大切だったから, その離散的類似として, 次の
`接ベクトル' と `法ベクトル' を考える.























注意 3.1 連続系の式 (1)の類似として
Tn   Tn 1 = tan n
2
(Nn +Nn 1)







を考えるべきかもしれない. いずれにせよ, 離散平面曲線に対して曲率半径の離散的類似物を考えると, 自
然に tan (n=2)が登場する. 詳しくはホフマン [17, Denition 2.13]を参照されたい.






と表せる. このとき函数 の定義式 (3)によって n = en   en 1である. これらは表現公式 (2)の離散的類
似となっている. ところが, このあと第 5.3節で見るように, 離散可積分系理論の観点からは




写像  : Z! E3; n 7! nがすべての整数 nに対して det (n+1; n; n 1) 6= 0をみたすとき, 離散空間曲
線, あるいはより詳しく正則な離散空間曲線であるという. 離散空間曲線  に対して








とおく. このは作用素と思わずに, Tnでひとつの記号と理解されたい. 連続系の場合は, 曲線を弧長で
径数表示しておけば速度と加速度が直交するため, 加速度をひとつ目の法線ベクトルとして採用することが
できたが, 離散系の場合は TnとTnは直交せず, したがって Tnを基準とするかぎりTnを法線ベクトル
として採ることはできない. そこでシュミットの正規直交化法を適用して
Nn =
Tn   hTn; TniTn
jTn   hTn; TniTnj ; Bn = Tn Nn
とおく. このとき n = (Tn; Nn; Bn)とおけば, は SO (3)値の函数となる.
注意 3.3 上では連続系の議論をなぞって主法線ベクトルNnと陪法線ベクトルBnを定義したが, あるいは
Bn =
Tn 1  Tn
jTn 1  Tnj ; Nn = Bn  Tn
を定義にしても同じことである. この定義のほうが簡単で, 絵がすぐにイメージできる利点がある. ただし
この定義では主法線とか陪法線とかいう言葉の意味は希薄になるだろう. どちらを定義と思うかはともか
く, 要点は主法線ベクトルがNn 2 span fTn; Tn 1gをみたすことである. 下図を参照されたい. これと同じ










次に曲率と捩率に相当するものを定義しよう. 函数  : Z! (0; )および  : Z! [ ; )を
hTn; Tn 1i = cosn; hBn; Bn 1i = cosn; hBn; Nn 1i = sinn
により定める. 実際 Bn は Tn 1 と直交するから, この関係式をみたす角 n は存在する. 連続系のときは,
正則な空間曲線の曲率は正であったことを思い出そう. これを反映して `離散曲率' tan (n=2)の値も正と
なっている. このとき は次をみたす.
n+1 = nLn; Ln =
0B@1 0 00 cosn+1 sinn+1
0   sinn+1 cosn+1
1CA
0B@cosn+1   sinn+1 0sinn+1 cosn+1 0
0 0 1
1CA :
これが離散空間曲線に対するフルネ・セレの公式である. 行列 Lは特殊な格好をしているが, 図形的な意味
を考えるには次の形が見やすい.
n 1 = nL 1n 1; L
 1
n 1 =
0B@ cosn sinn 0  sinn cosn 0
0 0 1
1CA












前頁の注意でも述べたとおり, ポイントは 3つのベクトル Tn; Tn 1; Nnが同一平面上にあることである. し
たがってまずBnを回転軸にして nだけ回転させれば Tnを Tn 1に重ね合わせることができる. 次に Tn
を回転軸にして n だけ回転させれば n を n 1 に重ね合わせることができる.
4 曲線および離散曲線の変形
曲線あるいは離散曲線が時間とともに少しずつ形を変えていく様子を考えよう. その変形は連続的なも
のでも離散的なものでもよい. 本稿では曲線の連続的変形, 離散曲線の連続的変形, 離散曲線の離散的変形
の 3つの場合を考察しこれらを順に連続系, 半離散系, 離散系と呼ぶことにする. いずれの場合も曲線のフ
ルネ枠 は 2変数の行列値函数を与える.
連続系 半離散系 離散系
曲線 連続 離散 離散
変形 連続 連続 離散
イメージ図
















両立条件 _L M 0   [L;M ] = 0 _Ln   LnMn+1 +MnLn = 0 Lmn Mmn+1  Mmn Lm+1n = 0
上の表中の行列 Lは, フルネの公式やフルネ・セレの公式によって決まり, すでに第 2節と第 3節で構成し
た. 行列M を適切に定めることによって（つまり変形の仕方を適切に定めることによって）, 両立条件と
していろいろのソリトン方程式が現れる.
連続系では, たとえば非線型シュレディンガー方程式やmKdV方程式, およびこの 2つを出発点とする階
層（局所誘導階層）などが登場する. これらについては橋本 [11]や福本と宮崎 [28], ラム [23][24]やゴール
ドシュタインとペトリッチ [9], あるいはドリヴァとサンティニ [3]やランガー [25]などを参照されたい. ま
た, 平面の幾何構造を変えた場合に現れるようなソリトン方程式の例については, 井ノ口の教科書 [41]にま
とめられている.
半離散系では, 上に述べたような方程式たちを半離散化したものが登場するが, これについてはドリヴァ






方程式についてはピンカールとスプリングボーンとワイスマン [32], あるいはホフマン [16]（これは文献の
引用に混乱が見られるため, 学位論文 [15, 29{55頁]を見たほうがよい）がある. 離散mKdV方程式につい
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学的な特徴は, 曲線が時間とともに動いていく際に, 伸び縮みせず, もとの弧長を保つこと（等周変形）で
ある. この節ではまず第 5.1節で連続系の場合を述べ, その方程式レベルでの半離散化を第 5.2節で, 離散化
を第 5.3節で議論する. 続く第 5.4節が本稿のハイライトであるが, 第 5.1{5.3節で用意した方程式たちに
対して解（多重ソリトン解と多重ブリーザー解）を構成し, その解を用いて曲線の等周変形を明示的に与え
る. 第 5.6節は曲線のベックルント変換について述べる. 第 5.7節では, 第 5.1, 5.2, 5.4節で述べたのと同じ
ことを空間曲線について示す.
5.1 連続系
この節で述べることはラム [23][24]やゴールドシュタインとペトリッチ [9]による結果である. ユークリッ
ド平面 E2 内の曲線 (u)が時間とともに変形していく様子を考える. ただし uは弧長径数とは限らない勝
手な径数とする. 時刻 tにおける曲線を (u; t)と書く. 各曲線 (u; t)の速さがこの変形で保存される, すな









をみたすことである. 条件 (4)がみたされているとき, もしはじめの曲線  (  ; 0)がその弧長によって径数
表示されているならば, どの時刻の曲線もおなじ弧長函数によって径数表示されることになる. これはもと
の曲線が伸び縮みせずに変形することを意味する. そこで条件 (4)を等周条件と呼ぶ. 以下では等周条件を
みたす変形を考える.
径数 uを弧長径数 xで表したものを u(x)としたとき, 曲線 (u(x); t)をふたたび (x; t)と書く. また, 弧









とする. このとき等周条件は h0; _0i = 0となる. さて, 曲線の変形方向 _を接方向と法方向に分解し, その
係数をそれぞれ f; gと書こう. すなわち函数 f; gを用いて _ を
_ = fT + gN
と表す. ただし 0 を T と書いた. すると, 等周条件より函数 f; gと曲率 の間には
f 0   g = 0 (5)
の関係があることが分かる. このときフルネ枠  = (T;N)の時間変化は
_ = M; M =
 
0  f   g0












である. 連立偏微分方程式系 (6){(7)の両立条件 _L M 0   [L;M ] = 0は, ただひとつの式
_ = (f + g0)0 (8)










20 + 000 (10)




(0)3 + 000 (11)
をみたす. 以上, この節では角函数がポテンシャル mKdV方程式によって統制されるような平面曲線の等
周変形を得た.
注意 5.1 等周条件をみたす函数の組 f; gの選びかたには任意性がある. 上記 (9)のように選ぶことの数学
的な正当性は, ハミルトン系の議論に求めることができる. 実際, 弧長で径数表示された閉曲線全体の空間
に適当にシンプレクティック形式を定めると, 弾性エネルギーをハミルトン函数とするハミルトンベクトル
場が (9)の f; gを用いて fT + gN となり, したがってハミルトン方程式はmKdV方程式 (10)となる.
注意 5.2 より一般に高次のmKdV方程式によって統制されるような等周変形が構成できる. 弧長に関する
微分作用素をD = @=@xと書けば, 等周条件 (5)より f = D 1 (g)だから, 両立条件 (8)は
_ = 
g; 
 = D2 + 2 + 0D 1 (  )
である. 方程式 _ = 






; g = 
n 10






; g = 
 20
だが, 中山とシーガーと和達 [31]は, このときの両立条件
 _ = 0がサイン・ゴルドン方程式とみなせるこ
とを示した.
注意 5.3 この節で述べたことは曲率が一定の 2次元リーマン多様体で成立する. したがって球面と双曲平
面でもmKdV方程式から曲線の変形が定まるが, 同じ解でも, 外側の空間の曲率によって出てくる曲線のト
ポロジーが変わる. ムッソ [29]はそういうケースをMathematicaで試した.
注意 5.4 ここでは平面曲線の連続的変形を考えたが, 同様に, 曲率の変化がmKdV方程式にしたがうような
空間曲線の連続的変形も存在する. ただし捩率が一定の空間曲線を考える. 詳しくは第 5.7節を参照のこと.
8
曲線の差分幾何 61
注意 5.5 mKdV方程式 (10)は収束型mKdV方程式（focusing mKdV）とも呼ばれる. mKdV方程式には
もうひとつのタイプがあり,それは _ =  (3=2)20+000である. これは非収束型mKdV方程式（defocusing
mKdV）と呼ばれ, この符号の違いは本質的である. 両者の性質の違いについては大宮 [47, 184頁]を参照さ
れたい. 非収束型mKdV方程式は, ミンコフスキー平面や中心アフィン平面内の曲線の変形と関係する. 前
者については丸野と梶原と井ノ口と太田とフェンによって研究が進められており, 後者については古畑 [43,
付録]を参照されたい.




この節ではホフマンとクッツ [18]やドリヴァとサンティニ [4]にしたがって, 離散平面曲線が時間ととも
に連続的に変形していく様子を考える. 時刻 tにおける離散平面曲線を n(t)と書く. 各セグメントの長さ
jn+1(t)  n(t)jがこの変形で保存されるための必要十分条件は, 各点の変形方向 _n(t)が
h _n+1(t)  _n(t); n+1(t)  n(t)i = 0 (12)










とおく. ただし an = jn+1(0)  n(0)j = jn+1(t)  n(t)jである. 以後, 離散変数 nのみを明示して連続
変数 tを書くのは省略する. 各点の変形方向 _n を Tn 方向と Nn 方向に分解し, その係数をそれぞれ fn; gn
と書こう. すなわち
_n = fnTn + gnNn
である. 等周条件 (12)より, 函数 fn; gn と函数 n = \ (Tn; Tn 1)の間には
fn+1 cosn+1   fn   gn+1 sinn+1 = 0 (13)
の関係があり, このとき枠 n = (Tn; Nn)の時間変化は
_n = nMn; Mn =














である. 連立方程式 (14){(15)の両立条件 _Ln   LnMn+1 +MnLn = 0は, ただひとつの式
_n =
fn+1 sinn+1 + gn+1 cosn+1   gn
an
  fn sinn + gn cosn   gn 1
an 1
(16)
になる. 特に, 各セグメントの長さが等しいとき, すなわち an = a > 0であるような場合に
























をみたし, このとき接ベクトル Tn の偏角は (n+1 + n) =2となる. 以上, この節では `角函数' が半離散ポ
テンシャルmKdV方程式によって統制されるような離散平面曲線の等周変形を得た.



























  2 tan n
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注意 5.8 ここで述べたことの応用としてWKI方程式の半離散化がある. フェンと井ノ口と梶原と丸野と
太田 [6]にしたがって述べる. まず連続系の場合は, 角函数がポテンシャルmKdV方程式 (11)によって統制



















に書き直される. この変換はホドグラフ変換と呼ばれる. 半離散系の場合も同様に, 角函数が半離散ポテン


































a+ zn+1   zn
とおいた. この連立方程式が半離散WKI方程式となる.






離散平面曲線が離散的に変形していく様子を考えよう. 時刻mにおける離散平面曲線を mn と書く. 各
セグメントの長さ
mn+1   mn  がこの変形 m 7! m+1 で保存されるための必要十分条件は, ベクトル
m+1n   mn が 
 
m+1n+1   mn+1
   m+1n   mn  ;  m+1n+1   m+1n +  mn+1   mn  = 0 (20)











とおく. ただし an =
0n+1   0n = mn+1   mn である. さらに独立変数 n;mに関して対称性を要請し, 長
さ
m+1n   mn が nに依らないこと, すなわち
 
m+1n+1   m+1n
   mn+1   mn  ;  m+1n+1   mn+1+  m+1n   mn  = 0 (21)
を要請する. この条件 (21)を等距離条件と呼ぼう. このとき
bm =


































































































である. 連立偏差分方程式系 (23){(24)の両立条件 Lmn Mmn+1  Mmn Lm+1n = 0は, ただひとつの式
m+1n   mn+1 = wmn+1   wmn 1 (25)
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だから, これを両立条件 (25)に代入すると, 離散mKdV方程式
wm+1n+1   wmn = 2arctan

bm+1 + an











となる. 離散 mKdV方程式と呼ばれる差分方程式はいくつかあるが, これは広田 [13]により提出されたも
のである. ふたつの 1変数函数 a; bがそれぞれ n方向とm方向の差分間隔の役割を果たしており, 不等間
隔差分による差分方程式となっている.
以上, 式だけを頼りに離散 mKdV方程式にしたがうような離散平面曲線の離散的変形を導いた. これは
結局つぎのように動かすこと（等周等距離変形）を意味している. 離散平面曲線  : Z ! E2 がひとつ与え
られたとき, それを以下に述べる手順で動かして, 新たな離散平面曲線  を作る.
1. まず, 離散平面曲線  のどこか 1点（たとえば 0) を好きな位置に動かす.
2. 次に, その動いた距離を bとしたとき, 各頂点 n を中心に共通の半径 bをもった円 Cn を描く.
3. 各頂点 n の移動先 n は円 Cn 上にあって, しかももとのセグメント長を保存する位置とする. 前者
の条件を等距離条件と呼び, 後者の条件を等周条件と呼ぶ.
























この手順は, ベルリン工科大学のグループにおいては一種の `言い伝え' として以前から知られていた, との
ことである. 実際, ホフマンの講義録 [17, Denition 2.43]に上で説明したのと同じことが書いてある. 彼ら
はこの等周等距離変形  7!  を離散平面曲線のダルブー変換と呼んでいる.



































になる. 以上, この節では `角函数' が離散ポテンシャルmKdV方程式によって統制されるような離散平面
曲線の等周等距離変形を得た.
注意 5.10 半離散系の場合と同様に, この場合もホドグラフ変換に応用があって, やはりWKI方程式など
の離散化に使える. 具体的な方程式はフェンと井ノ口と梶原と丸野と太田 [6]を参照されたい.






この節で述べることが本稿のハイライトである. 前節までに議論した連続系, 半離散系, 離散系のそれぞ
れの方程式たちに対して, 解（多重ソリトン解と多重ブリーザー解）を構成し, さらに曲線の等周変形をも
 函数を用いて明示的に与える. 井ノ口と梶原と筆者と太田 [20], [21]に基づいて説明する.
まず離散系のみを対象にしよう. 前節では離散平面曲線の等周等距離変形から函数 a; bを定義し, 角函数
に相当する量 が離散ポテンシャルmKdV方程式 (26)をみたすことを見た. 本節では逆に, 任意に指定し
た函数 a; bに対して離散ポテンシャルmKdV方程式 (26)の解 をとり, その解によって統制されるような












































である. ただし  は独立変数m;nのほかに, 連続なパラメータ yにも依存するものとし, この yについては
Dy 
m
n+1  mn =  anmn+1mn ;
Dy
m+1
n  mn =  bmm+1n mn
(30)
なる双線形構造を要請する（Dは広田微分）. 連立方程式 (27), (30)は離散 2次元戸田格子階層の簡約とし
て得ることができる. 離散 2次元戸田格子方程式についてはウィロックスと時弘と薩摩 [39], あるいは広田
[12]と三輪 [27]を参照されたい. また簡約については辻本の解説 [48]に詳しい. 連立方程式 (27), (30)をみ
たす函数  = mn (y)は, たとえばカソラチ型として











































と与えられる. パラメータ pi と i を実数にとり, かつ i を純虚数にとれば N ソリトン解を与える. ある
いは行列のサイズN を偶数にとり, かつパラメータ pi; i; i を複素数として関係式
p2k = p

2k 1; 2k = 

2k 1; 2k =  2k 1 (31)
を要請すればブリーザー解を与える. これらを明示公式 (29)に代入すれば, ソリトン解やブリーザー解に対
応した離散平面曲線の等周等距離変形を得る. たとえば N = 2のときに a  1; b  1=2とし, パラメータ
を 1 =  2 =  1; 1 = 2 =
p 1; p1 = 3=10; p2 = 9=10とすれば, 次のようになる.
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あるいは N = 4として, a  1; b  3=2とし, 関係式 (31)のもとにパラメータを 1 = 1; 3 =
p 1; 1 =
1; 3 =
p 1; p1 = (1=5)(1 
p 1); p3 = (4=5)(1 +
p 1)とすれば, 次のようになる.


















n  n = 1
2a




(n+1n 1 + n 1n+1) ;
DtDy n  n =  2n+1n 1;
Dy n+1  n =  an+1n
である. この連立方程式をみたす解  はたとえば















































   = 0;
Dx
2    = 0;
DxDy    =  22
である. この解はたとえば
(x; t; y) = exp ( xy) det  f ij 1i;j=1;:::;N ;








+ i ( pi)s exp










ここでは, 離散系から半離散系を経て連続系にいたる連続極限のとり方 ([21, Theorem 6.1]) について述
べる. 離散系の変数を mn , 半離散系の変数を l(s), 連続系の変数を (x; t)と書いておく. まず離散系から
半離散系へ移行するには






; s =  (n+m) ; l = n m
として  ! 0とすればよい. このとき離散ポテンシャル mKdV方程式 (26)は半離散ポテンシャル mKdV
方程式 (18)となり, 解や離散曲線の変形のレベルにおいてもきちんと極限移行する. 次に, 半離散系から連
続系へは




として "! 0とすればよい. 半離散ポテンシャルmKdV方程式 (18)はポテンシャルmKdV方程式 (11)と
なり, 解や離散曲線の変形のレベルにおいてもきちんと極限移行する. これらを実際に計算するときは E2
を Cと同一視して複素数として計算するのがよい.
5.6 ベックルント変換





































によって定めると, はまたポテンシャル mKdV方程式 (11)をみたす. さらに函数 によって統制される
平面曲線の等周変形を  とするとき











































によって定めると, はまた半離散ポテンシャル mKdV方程式 (18)をみたす. さらに函数 によって統制
される離散平面曲線の等周変形を  とするとき







とおくと,  は函数 によって統制される離散平面曲線の等周変形となる.
5.6.3 離散系





























とおくと,  は函数 によって統制される離散平面曲線の等周等距離変形となる. 具体例を挙げよう. 離散
ポテンシャルmKdV方程式 (26)の N ソリトン解を (N)と書き, (N)によって統制される離散平面曲線
の等周等距離変形を (N)と書くとき, 定数 cをソリトンの波数 pN+1 によって c =  1=pN+1 と決めれば
 = (N + 1);  = (N + 1)となる. 下図はこのベックルント変換を 3回繰り返した様子である.
さて, 離散ポテンシャルmKdV方程式 (26)は, もし mn が解ならば  mn も解となるから, ベックルント





































とおくと, b は函数 bによって統制される離散平面曲線の等周等距離変形となる.
注意 5.12 連続系でも半離散系でも, ポテンシャルmKdV方程式は符号を反転する対称性をもっているか
ら, ここで述べたのと同じ議論が通用する. 曲線の変形のレベルでは, やはり座標軸に関して折り返すよう
なベックルント変換が登場する.
注意 5.13 ベックルント変換 (32), (33)はそれぞれ次のようにも書ける.
sin
bmn+1   mn+1   bmn + mn
4
= c an sin




bm+1n   m+1n   bmn + mn
4
= c bm sin










弧長 xで径数表示された空間曲線の族 (x; t)について, 各時刻 tにおける空間曲線の曲率を (x; t), 捩
率を (x; t) とする. また主法線ベクトルを N(x; t), 陪法線ベクトルを B(x; t) と書く. 捩率が定数函数







0 + 0N   2B
と決めれば曲率 はmKdV方程式 (10)にしたがう. これは平面の場合と同様, _ = f0 + gN + hBとおい








とおき, フルネ枠  = (0; N;B)を SU(2)値の函数 に変換すると






_ = M; M =
 
2v2 + 43  v00   2v3   42v + 2v0




_v = 6v2v0 + v000 (36)




注意 5.14 平面曲線の場合と同じように, 空間曲線の変形でも第 n次mKdV方程式によって統制されるよ
うな等周変形がある. より一般に局所誘導階層について書かれたランガー [25, Proposition 18]や川久保 [46]
を参照されたい.
5.7.2 半離散系
セグメント長が一定 an = a > 0であるような離散空間曲線の連続的変形を n(t)と書き, 各時刻につい
て, 隣りあう接ベクトル Tn 1(t); Tn(t)のなす角を n(t)と書く. また, 隣りあう陪法線ベクトルのなす角は
どの時刻でも一定, すなわち定数  2 Rが存在して
hBn(t); Bn 1(t)i = cos
であるとする. このとき, 変形の方向 _ を
_n = cosTn   cos tan n
2




と決めれば, 函数 は半離散mKdV方程式 (17)にしたがう. 枠  = (T;N;B)を SU(2)値の函数 に変換
すると






































_n = nMn; Mn =
1
2a









となる. したがって  函数を用いて の成分を明示的に構成することができれば, シムの公式（後述）に
よって離散空間曲線の等周変形の明示公式を与えることができる.
























































と決めれば, 函数 は高次の半離散mKdV方程式 (19)にしたがう.
5.7.3 明示公式と具体例




















とおくと,  は曲率 2v, 捩率 の空間曲線の変形を表す. したがって  函数を用いて の成分を明示的に構
成すれば, 式 (40)が空間曲線の等周変形の明示公式を与える. 式 (39)はシムの公式 ([36]) と呼ばれ, 可積






; j'j2 + j j2 = 1 (41)























































































1CCA ; p2N+1 = p 1
と決める. このとき (34){(36)は成立する. さらに (41)を達成するためパラメータ 2N+1; 2N+1 2 Rを










をみたすように選ぶ. たとえばN = 2とすると, 明示公式 (40)はmKdV方程式の 2ソリトン解によって統
制されるような捩率一定の空間曲線の等周変形を与える. パラメータの値を適当に指定すると次頁の図のよ
うになる.









































+ i ( pi)s exp
  pix  4p3i t ;
i 2 R; i 2
p 1R (i = 1; : : : ; N + 1) ;




となる. このとき (34){(36)は成立する. さらに (41)を達成するため































































注意 5.17 行列のサイズを偶数N = 2K にとり, さらにパラメータ i; i; piたちに課する制約を適切に変
更することによって, modied KdV方程式のK ブリーザー解, およびそれによって統制される空間曲線の
等周変形も構成できる.
注意 5.18 このノートでは  函数を二重ロンスキー行列式やロンスキー行列式として構成したが, グラム行
列式を用いることによって, シムの公式に頼らずに明示公式を作ることもできる.
5.7.4 SO(3)と SU(2)の同一視

























0B@0 0 00 0 1
0  1 0
1CA ; E2 =
0B@0 0  10 0 0
1 0 0
1CA ; E3 =
0B@ 0 1 0 1 0 0
0 0 0
1CA
を ei $ Ei (i = 1; 2; 3)によって同一視する. SU(2)値の函数 を微分し, それを 0 = 
P3
k=1 fkek と書い
ておく. このとき SO(3)値の函数  = (ij)を




と定めれば は 0 = 
P3
k=1 fkEk をみたす. 函数 を (41)のように表示した場合, は
 =
0B@j'j
2   j j2 2< (' )  2= (' )
 2< (' ) <  '2    2  =  '2 +  2














が成り立つから, もし先に SO(3)値の があった場合には, この関係式により複素数値の函数の組 '; が
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